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Résumé

Ce rapport consiste en la segmentation d’une image selon la méthode de Mumford-Shah.
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1 Introduction

En cours (chapitre 6.1 et 7), nous avons décrit des méthodes permettant de segmenter des images. Le projet consiste
a implémenter la méthode de Mumford-Shah a I’aide de 1a méthode d’optimisation de forme par ensembles de niveaux.
Il faudra aussi étudier plusieurs méthodes d’initialisation de I’algorithme, illustrer ses propriétés de convergence et
illustrer ses résultats sur plusieurs images tests.

2 Nos données sur le modele

Le modele de Mumford-Shah consiste & minimiser la fonction F' en Q2 C {1, ..., N }2. Pour faire évoluer €, il suffit
de trouver le minimiseur ¢* de G. ¢* nous permettra ainsi de redéfinir €2. On a :

F:RY SR
w — F(w)
tel que :
N
Fw) =P+ Y Vel + pllw — ul?
m,n=1
= P(Q) + A (| Vawl|? + [|[Vyw|]?) + pllw — u?
ou A, p>0et
P(Q) = > di((m,n), (m', 1)) — AVt n|?
((m,n),(m’,n’))€oQ
avec

(u7n,n_um/ n/)2
exp <7 2sigmaZ2

dl((m,n), (m',n")) = V(m—m/)2+ (n—n')?

On définit la fonction G comme suit :

G:RY SR
¢ G(p)
avec
Glp) = Z di((m,n), (m’7n’)) - /\‘VmeL'Q

((m,n),(m’,n"))cdN

N N
= Z Z <dl((mvn)7(m/vn/))>‘|vwm,n2>1{((m,n),(m’,n’))669}

m,n=1m' n'=1

N N
= Z Z <dl((m7n)7 (m’,n’)) - >\|vwm,n2)]]-{(771/77#)60(7”7”)}

m,n=1 m' n'=1
(mn)EQ (m’ n')¢Q

N N
= Z Z ]]-{(m’,n’)eo'(m,n)} <dl((m7 ’I’L), (m/7 TL/)) - /\V’wm,n|2) ]]'{cpmm,>0}(1 - ]l{tpm/m/>0})

m,n=1m’' n’'=1

Définissons Hc (©m,n) qui remplacera 1y, <0y-

H.:R— R
1 sit > e
e H(t) =< 21+L+ Lsin(T)) sift|<e
0 sit < —¢



Sa dérivée H'.(t) est donnée par :

0 sit>e
Ho(t) =< 5 + 5 cos(Zh)) sift] <e
0 sit < —e

alors V € RV’

N N
G(p) = Z Z L' nyeo (momy3 (dL((myn), (M, 0') = X[V We 0 |*)He (@ > 0)(1 — He(pmr 0 > 0))

m,n=1m’ n’'=1

DEFINITIONS :

— Q={(m,n) €1,...; N%: 0 n > 0} 0l () 1<mn<n € RN est une image;

— o(mn)={(mn)el,.. N m —m/| +|n—n/| =1};

— 99 = {((m,n),(m’,n")) € ({1,..., N}?*)%; (m,n) € ©, (m’,n’) ¢ Qet (m’,n’) € o(m,n)}.
REMARQUES :

— (Wmn)mn €1,..., N? est I'image qu’on veut segmenter ;

— V(m,n) €1,..,N 2 o(m,n) contient 4 éléments, ou encore (m,n) a au plus 4 voisins. (En référence a la défi-
nition ci-dessus);

— Vm,n e{l,...,N}, V., = (wam,n> = (wm+1’n B wm’”>

Vywm,n Wm,n+1 — Wm,n



3 Ktude de F(w)

3.1 Continuité

On remarque que F' est composée de fonctions continues. En effet, lorsqu’on développe F' de fagon plus explicite,
on peut remarquer que I est un polynéme de degré 2. Donc on peut dire que F est continue et de classe C'*°. Elle est
alors différentiable.

3.2 Calcul du gradient de F'(w)

Ecrivons F sous la forme F' = f + E pour faciliter le calcul du gradient.

On définit E comme suit :
E:RY SR
w = B(w) = M||Vawl|® + [Vyw]) + pllw — ul®

Calculons le2 gradient de F/
Vw,h e RN

E(w+h) = M||Vew + Vih|? + |[Vyw + Vyh|[?) + pllw + b — ul?
= A(||Vow|* + 2 < Vow, Voh > +||Veh|12 + | Vyw]? +2 < Vyw, Vyh > +|| VA1)
+p(w —ul* +2 <w—u,h > +||h]?)
= E(w)+ < 2X\(V;Vow + V,; Vyw) + 2u(w — ), h > 4|/ e([|h]])
= E(w)+ < VE(w), h > +||he(||h]])

Ot [[hfle(lIR[) = A(IVahl[® + IVyR]?) + pl[R]?*  avec e(||h]]) — 0 lorsque [|h[| — O

Alors Vo € RY?

VE(w) = 2XV,V,w + VVyw) + 2u(w — u).

On définit f comme suit :
fiRY SR
w— f(w Z Z (di((m,n), (m', 1)) = ANV Wn 0 [*) L () (e m))€092)
m,n=1m' n'=1

Définissant Vrn/, n’ € {1, ..., N'} fixé un opérateur H"™""") définit par :

H ) RN RN
w H(m/’"l)(w)
Ym,n € {1,..,N}

(H(m/’”')(w)) B {wmn si ((m,n), (m',n')) € o0

0 sinon
! ’ ’ 7y ¥
L opérateur définit ci-dessus est auto-adjoint et idempotent. Donc Vm/,n’ € {1,..., N} H("») = gim’n)

Notre fonction f s’écrit alors Vw € RY ’

N N
flw) = > di((m,n), (m/, ) =x D" > (HT NV gw)) o+ [ H (Vyw0)) o, [?)

((m,n),(m’,n'))€0Q m,n=1m/ n'=1



Calculons le gradient de f

Yw, h € RN
fw+h)= Z dl((m,n), (m',n"))
((m, n) (m/, n’))GBQ
- Z Z (Vo + Vo))l + [(H ) (V10 + Vb)) )
m,n=1m/,n'=1
= > di((m,n), (m -\ Z Z N (Va0) )i 4+ (H ™) (Voh) )
((m,n),(m’,n'))€dQ m,n=1m’n'=1
+[(H™ (v, w>>m,n + (H™ ) (Voh)) )
N

= f(w) -2 Z ST H (T w)) o (H (V1))

m,n=1m/,n'=1

N N
=20 ) Y (H(V w0 (H(Vyh)) g + Ik]le(l1A])

m,n=1m’,n’'=1

Remarque : /(I_{(m/-,n,)(Vyw))m,n(H(m/»n,)(vy{l))ﬂl,n = (H(m”n’) (vyw))’m,n(vyh)nz,n' o
En effet si (H™ ") (V,w))mn =0 <= (H™")(V,h))m. = 0. Donc il suffit d’appliquer le H(™"™") sur w.

Alors Vw, h € RN’

flw+h) = flw) —2X Z Z H ) (V30) ) (V) m,
m,n=1m’ n’'=1
N N

S Y S H (T ) (V) + ()

m,n=1m’'n'=1

N
= fw)=2x Y (< H™(Vow), Voh > 4+ < B (V,w), Vb >) + |[hlle(|Al])

m/ ,n'=1
N
—fw) =24 Y (< VEHT ) (Vw), b > + < Vi(HO ) (V,0)),h>) + [h]e(lA])
m/ ,n'=1
N
= fw)+<=2x > (VHH™")(Vw) + Vi (H™ ™) (Vyw)), h > +|hle((|R]])
m/ ,n'=1

= f(w)+ < Vf(w),h > +[hlle(|[]])

Alors Vw € RN

Conclusion : ,
Le gradient de F est alors Yw € RY



N
VF(w) = 2M(ViVew + ViVyw) + 2u(w —u) =21 > (Vi(H™")(V,w)) + Vi (H™ ™) (V,w))).

m/ ,n'=1

3.3 Coercitivé

Pour montrer la coercivité de F, il suffit de minorer F' par une fonction qu’on sait coercive par exemple la norme.

N
Vw ERN27F(W) = Z dl((mvn)v(m/an/» 7>‘|vwm,n|2+>‘ Z ‘vwm,n|2+u”w7u”2
((m,n),(m’,n’))€0Q m,n=1
N N N
> —A Z Z |H(m " )(Vwm,n)‘Q + A Z |Vwm7n|2 + pflw — UH2
m,n=1m’n’'=1 m,n=1
N N
A S (Vamal = S HO (T ) ) + pllw — ull?
m,n=1 m’/,n/=1
N
> —3A Z VW |® + pllw — ul|
m,n=1
carona:
ZZW:I(\HW M) (V) |?) < 4|V, n|? (m,n) a au plus 4 voisins.

lw = ul® > ([lw]] = fJul)?
= [[wlf* + Jull* = 2w |lul

 ll?
- 2

+a
En résolvant I’inéquation on trouve a < — ||u|?
Etona: ||[V,w|?+ ||[Vyw||? < 4|w||? car I'image est symétrique

Alors

Yw € RN, F(w) > =3A(| Vawl? + [Vyw]?) + pllw — ul|?
—3\(4 2 HU}HZ
) + p 28

Y

+a)

lwlP (=122 + £) + pa

Alors F' coercive a condition que p — 24\ > 0

Fcoercive <= 1 > 24\, I
Conclusion :

Comme F' est continue et coercive (avec u > 24\ ), alors elle admet un minimum.

3.4 Constance de Lipschitz

Cherchons la constante de Lipschitz qui nous donnera le pas le mieux adapté pour I’algorithme de la descente de
gradient a pas constant.

Onavw € RV
VF(w) =2X\V;Vew + ViVyw) + 2u(w — u) — 2X zﬁ,,n,zl (Vi(HM ) (Vw)) 4+ Vi(H™ ) (V,w)))



Vw,vERN2

IVF(w) = VF(@)|I* = 2M(ViVa(w = v) + VyVy(w = v)) + 2u(w - v)

N
—2x Y (V™) (Vo (w —v))) + Vi (H™ (Y, (w — )|

m/ ,n'=1
< AN (| VEV o (w — )| + ViV, (w — 0)|?) + 42| (w — v) |2
N
+a2 DT (I E) (T (w — )2+ [V HT (T, (w = 0)))]]?)
m’/ ,n'=1
< AN (| VEVL P lw — ol + ViV, 2w — of|?) + 42| (w — v)|?
N
+a2 T (IVEIPIE™ 2V 2w = o2+ [V 1P E ™2V 2w — o))
m/ ,n'=1
= dllw — v]P(® + N2 (| VAV + [IVEV,[I?)
N
+A2 3 I H D RERIVL? + 15 1219,017)
m’ ,n'=1

Majorant || H (™' )2

vw e (RN vm!,n' € {1,...,N}
< (H™ ) (w)),w >< [Jw]

Alors VYm/,n' € {1,..., N} ||[H™ ) |]2 <1
Majorant ||V ||* qui revient a majorer || V5 ||?, [V, ||?et||V5[|? car ils ont la méme norme.

vw € (RN

< Z (wm+1,n)(wm,n)

m,n=1

N
| Z (wm+1,n) (wm,n) |

m,n=1

C.S + periodicite < |Jwl|||Jw| = ||w]?

IN

Alors |V, ]2 <1
Majorant ||V V. ||>oul|V;V,||? car ils ont la méme norme.
x\ N2
Yw € (RY)

< (ViVe(w)),w > = || Vo (w)|?

Image periodique < 2|w||?

Alors ||[ViV, % <2



-, - 2
Revenant a notre inégalité : Vw,v € RY

IVE(w) = VE@)|* < 4llw — o] (1® + N([VLVal* + [V V, %)
N

+22 3 ETPAVEIPIVL + 1V 1PV, 01%)
m’,n'=1
N
<dllw—v|P(E?+X22+2)+ X7 > 1(1+1)
m’/ n'=1

< Allw — | (1 4 2X%(N? + 2))
< LP|jw —o|?

Alors la constante de Lipschitz est L = 24/(u2 + 2)\2(N2 + 2).

Conclusion :
F est de gradient L-Lipschitz

3.5 Convexité

La connexité n’est pas nécessaire pour vérifier qu'une solution existe. Mais si F est strictement convexe alors on
pourra dire que la solution est unique.

F convexe si Yw,v € RV, Va € (0,1) aF(w) 4 (1 + a)F(v) — F(aw 4 (1 — a)v) > 0.
Soient w, v € RN". Soit a € [0, 1].

aF(w)+ (1 —-a)F(v) — Flaw+ (1 — a)v)

=a Z di((m,n), (m',n")) = X |Vwpnl® + A ([[Vownmnll® + | Vywmnl?) + pllw — ul?
((m,n),(m’,n’))€ON
+(l-a) > di((m,n), (m',n')) = A Vmnl* + X (IVatmnll* + 1 Vyvmal®) + pllv — u]

(m,n),(m’,n’)€oON

_ 3 di((m,n), (m',n")) = X|aVwmn, + (1 - a) va7n2+)\(||avz Wi + (1 = @) V||
(m,n),(m’,n’)€ON

+[aVywmn+ (1 —a)Vyvmn,

) Tpflaw+ (1 - a)v—ul?

= Z - [Oé |Vwm,n|2 +(1—a) |V1}m7n|2 — Vo, + (1 —a) va,n|2]
((m,n),(m’,n’))€0

N
A D a([Vwmal) + (1= @) [Voma|* = o Vwm g + (1= @) Vog, |

m,n=1

+p(allw =ull® + (1= o) o —ull® — low+ (1 - a)v - ul*)



= Z —)\[a|Vwm,n|2+(1 — @) Vo> — a2 [V, o
)€

((m,n),(m’,n’
- 20{ (1 - Oé) <Vw7n,n7 vvm,n> - (1 - O{)2 |vvm,n|2:|

N
+A D ol =) [Vwma* + (1= )1 = (1= @) [Vomal* = 2a(1 = a) (VW n, Voma)]

m,n=1

+pfal—a) v —ul® + (1 —a)alv—ul* - 2a(l — a) (w—u,v—u)]

N
= Z — Xa(l—a) |Vwmn — Voga|> + Z (1 — @) [Vwmp — VUl
((m,n),(m’',n"))€0Q <o >0 m,n=1 >0
+pa(l —a) f|w+v —ul?
—_——— ——o—
>0 >0
N
> Z Al — @) |Vwmn — Vomn* = Aa(l — a) Z VW n — VUnl
m,n=1 ((m,n),(m’,n’))€oN
N N
=Aa(l —a) Ywmn — Vmnal? — H(m'n") Ywmn — Vmnl?
v mg:zl ‘ ’ ’ | m’%;—l (| : - | )
>0 ” L *
pas toujours positif si x7#0
Alors :

On peut dire que notre fonction F' n’est pas toujours convexe. Cela dépend de notre frontiere. I



4 Algorithme

4.1 Pas de plus grande descente de F'(w)

Soit d = —V F'(w) pour un w fixé.
Cherchons le minimiseur de

h:-R—R
a— h(a) = F(w+ ad).

h(t) = F(w + td)
N

_ 3 di((m,n), (m', 1)) — A (\Vwmm+tVdm7n|2) A Y (V(wt td)mnl® + plw + td — ul®
((m,n),(m’,n"))€oN m,n=1
= Z di((m,n), (m',n")) = A (|VWnnl® + 26V W 0, Vi) + 82 [V o)

((m,n),(m’,n’))€0Q

N
+A ( > Vwmnl® + 26V 0, Vi ) +t2Vdm7n|2> + 1 (JJw — ul? + 2t (w — u, d) +£2[|d||?)

m,n=1

N
=t [ plldP+ X D [Vdmnl* = A > |Vd.n)?
m,n=1 ((m.n),(m’,n’)) €09
N
2t [ plw—w,d) + X Y (Vg p, Vi) — A > (Vwp, V) | +C,
m,n=1 ((m,n),(m’,n'))€0Q

ou C contient les termes ne dépendant pas de ¢.

Alors :
N
W) =2t [ plldl*>+X Y [Vdmnl* =X > |V, n|?
WL’”:l ((man)v(m’an/))eag
+2 | plw —wu,d) + A Z (Vwmn, Vdmn) — A Z (Vwm n, Vdm.n)
m,n=1 ((m,n),(m’,n’))€oN
W(t)=0<t"= %,
avec
N
a=\ Z (VW n, Vdmn) — A Z (Vwpmn, Vdmn) — p(w — u, d)
((m,n),(m’,n’))€oN m,n=1
b=pld> + X > [Vdmal* = A > Vi n|?
m,n=1 ((m,n),(m’,n"))€oN

Alors le pas de plus grande descente est

Sl S

4.2 Gradient de I’énergie G()

Trouvons le gradient de G :



Soit Vm,n,m’,n" € {1,...,; N} a((m,n),(m',n')) = <dl((m,n), (m',n")) = AVl )]1{ (m’,n")€o(m,n)}

Vo e RV
N N
G(SO + h) = Z Z A((m,n),(m’,n ))H (‘pm n+hm n) ( He(ﬁpm/,n’ + hm/,n’))
m,n=1m'n'=1
N N
= Z Z a((m,n),(m' ")) [He(Omn) + hin n H(@mon) + O(|hm )]
m,n=1m/,n'=1

(1 = (He(@m' nr) + hap n’H (Sam/ n)) + O(h )]

= G(¢) + O(||hll) + Z Z A((mm), (m 7))

m,n=1m' n'=1
[_He(me,n)Hé(SOm’,n/)hm’,n’ + hm,nHé(QOm,n)(l - He(‘ﬂm’,n’))]
On a, par changement de borne :

N N
Z Z (_dl((m’ ’I’L) ( )) +)‘|vwm TL| ) ]l{ m’,n')Eo(m, n)}H (me n) Hé(@’fﬂ’,n’)hm’,n’

m,n=1m’ n’'=1

SO | ), ) + MV P | oty He(@m o) HA(Smn) Ponn
! ’— = W
m/,n’=1m,n=1 symétrique
o> | —dumn), (! )+ XNV | mmyeomsnny He(@menr) HE(@mon) hnn
p— ’ [ %#
m,n=1m’n'=1 symétrique

Remarque :
(m',n') € o(m,n) <= |m—m/|+n—n'| =1
< (m,n) € o(m’,n’)
Alors Lim,n)eo(m,n)} = Lim,n)eo(m,n)}
Alors

N N
<VG(90)7 h> = Z Z <_dl((mu n)7 (ml7 n/))+>‘ |Vwm’,n’ |2> ]l{(m/,n’)ea(m,n)} HE(@m’,n’) Hé((pm,n) hm,n

m,n=1m’ n’'=1

N
30 S (). 00 ) = X[Ft ) Tt rton B )L~ Helr)) o

m,n=1m'n'=1

Alors
5 N
Vo € RN ,(VG(@))mn = Z Hé(@m’") [dl((m7 n), (m/, n/))(l —2H (@' ) + AN VWi g ‘2 He(¢m' )
m/ ,n'=1
+ A |vwm n| ( (@m n’ ) - 1):| IL{(m’,n/)Ga(m,n)}‘
N
Yo e RV ,VG(p ( Z H. (¢mn {dl((m,n), (m';n")(1 = 2Ho(@mr 1)) + XN |V |2 He (P )
m/ ,n'=1

+A |vwm,n|2(Hs(90m’,n’) - 1):| 1{(m’7n’)60(m,”)}>

1<m,n<N

11



4.3 Pas de plus grande descente de G()
Soit

H:R—-R
a— H(a) = G(¢ + ad) avec d = —VG(p).

Ona:

Glp+ad) = G(p) + (VG(p), ad) +

Ql\')\»—l

(V2G(p)ad, ad) + O(|ad|)

= G(p) + a(VG(p),d) + — (V*G(p)d, d) + O(|ad]),

v \

ol O(|ad|) —— 0.
|aed|—0
Donc

H(a) = G(p) = o VG| + 5 (VC(p)d, d).
H'(a) = || VG(g)|* + (VG (p)d, d).

VG (o)

H(a")=0+= o = NG (9)d d)

Calculons (V2G(y)d, d).

Ona:
Gl +d) = Glo) + (VG(p), d) +3 (VGl)d,d) + O(1d])
—_———
—IVG@@I?
donc

(V2G(p)d, d) = 2 (G(p +d) = G(p) + [IVG(9)[?) -

Alors le pas de plus grande descente est :

. IVG(e)I?
2(Glp+d) - G(9) + [VCE)P)

a* est le meilleur pas pour faire varier €.



5 Implémentation

Malgré les calculs tres développés des gradients et du pas, I’implémentation n’est pas facile et ne fonctionne pas
comme attendu.

5.1 Voisinage

Tout d’abord, il est nécessaire de connaitre les voisins d’un point. Pour cela, nous avons vu en cours la formule de
voisinage :

a(m,n) ={(m',n) € {1,... N}*,|m — m| + |n — n/| = d}

avec d la distance de notre voisinage. Nous utiliserons d = 1 dans notre cas.

Voici le code utilisé pour rechercher les voisins d’un point (m,n). Le programme va parcourir un carré de taille
2d x 2d puis calcule les points correspondant a 1’équation ci-dessus. Si un point se trouve en dehors de I’image de
dimension H x L, alors le point ne sera pas parcouru (d’ou les fonctions min et max).

i def voisins(m, n, H, L, distance=1l):
liste = set ()
for i, j in product (range (max (0, m - distance), min(m + distance + 1, L)),
range (max (0, n - distance), min(n + distance + 1, H)))
5 if abs(m - i) + abs(n - j) == distance:
6 liste.add ((i, 3J))
return liste

Pour une distance de 7, nous obtenons un résultat en approximativement 90 ps.

Pour représenter €2, nous avons décidé de stocker sa valeur dans un ensemble de couples. Par exemple, pour deux
points aux coordonnées (1,2) et (1,3),ona Q = {(1,2),(1,3)}.

Ensuite, nous devons implémenter la frontiere. Pour cela, nous stockons un ensemble de couples de couples, comme
dans la formule du cours :

00 = {((m,n), (m',n)) € ({1,.., N}2)*, (/1) € r(m,m) et (m, ) € Qet (', 0') ¢ 0}

En Python, cela donne la fonction suivante :

1 def frontiere(points, H, L, distance=1l):
liste = set ()
for point in points:
vois = voisins (point[0], point[l], H, L, distance)
for v in vois:
6 if not v in points:
liste.add((point, wv))
8 return liste

Nous avons également un code pour calculer la longueur du contour dl défini par

m’n

e 202

V= m)E o+ (=)

2
(wm,n =, 7 1)

dl((m,n), (m',n")) =

1 def dl (v, points, sigma=0.2):
m = points[0][0]
n = points[0] [1]
4 m_p = points[1][0]
n_p = points[1][1]
6 s = (np.exp(—(v[m,n]-v[im_p,n_pl)**2/ (2xsigma*x2)))/ (np.sqgrt ( (m-m_p) **2+ (n-n_p) x*2) )
return s

5.2 Choix de I’image

Afin de tester notre implémentation, nous avons choisi d’utiliser 4 images différentes. Deux photos, et deux images
crées.



1

N

10

41

(a) Barbara, la célebre de- (b) Jackie Chan, un cé- (c) Une étoile de mer en (d) Ce smiley fait peur
moiselle Iebre acteur couleur avec notre algorithme

FIGURE 1 — Nos images utilisées pour les tests

5.3 Fonctions et Gradients
5.3.1 Operateurs Dx et Dy

Les opérateurs Dx et Dy sont codés via deux fonctions. Ces fonctions ont été données par I’enseignant. Le parametre
adjoint permet de préciser si on souhaite 1I’opérateur adjoint Dz*/Dy* ou non.

def grad_x(img, adjoint):
sx , sy = np.shape (img)
diff_x = np.copy (img)
if adjoint==0:
for x in range(sx):
if x==sx-1:
xnext=0
else:
xnext=x+1
for y in range(sy):
diff_x[x,y] = img[xnext,y]- imgl[x,y]
else:
for x in range (sx):
if x==0:
xprev=sx—1
else:
xprev=x-1
for y in range(sy) :
diff_x[x,y] = img[xprev,y]l- img[x,V]
return diff_x

def grad_y(img, adjoint):
sx , sy = np.shape (img)
diff_y = np.copy (img)
if adjoint==0:
for y in range(sy):
if y==sy-1:
ynext=0
else:
ynext=y+1
for x in range (sx):
diff_y[x,y] = img[x,ynext]- img[x,y]
else:
for y in range(sy):
if y==0:
yprev=sy-1
else:
yprev=y-1
for x in range (sx):
diff y[x,y] = img[x,yprev]- img[x,y]
return diff_y




5.3.2 Préliminaires de F

Avant de coder la fonction F'(w), nous avons besoin de coder la fonction F(w). Le code suivant est utilisé. Il utilise
gradW qui est calculé en faisant D,w? + D, w?.

def E(u, w, lmbda, mu, gradW):
data = np.linalg.norm(w - u, ord=’fro’)
return lmbda * np.sum(gradW) + mu * data » data

def grad_E(u, w, lmbda, mu):
return 2 % lmbda * (grad_x(grad_x(w, 0), 1) + grad_y(grad_y(w, 0), 1)) + 2 % mu =
(w — u)

Ensuite, il faut la fonction P(£2). On récupere les points de la frontiere de € et on boucle dessus.

def P_omega (omega, w, distance, lmbda, gradWw):
s =0
for p in frontiere (omega, len(w), len(w[0]), distance):
s += dl(w, p) — lmbda * gradW[p[0][0], p[O0][1]]
return s

5.3.3 La fonction F et son gradient

Voici enfin le résultat tant attendu de F'(w). Les fonctions sont simples grice au travail préliminaire de E et P((2).

def F (omega, v, w, lmbda, mu, distance=1l):
# Norme de grad_w ~ 2
grad_w = grad_x(w, 0) xx 2 + grad_y(w, 0) *x 2
val_a = P_omega (omega, w, distance, lmbda, grad_w)
return val_a + E(v, w, lmbda, mu, grad_w)

def grad_F(w, v, lmbda, mu, omega):
return -2 * lmbda * (grad_x(H_sum(grad_x(w, 0), omega), 1)) - 2 x lmbda =
grad_y (H_sum(grad_y(w, 0), omega), 1) + 2 % lmbda * (grad_x(grad_x(w, 0), 1) +
grad_y (grad_y(w, 0), 1)) + 2 x mu » (w — V)

5.3.4 Lafonction H. (¢, ) et sa dérivée

def H_eps(t, eps):
if t >= eps:
s =1
elif t <= -eps:
s =0
else:
s = 1/2 » (1 + t/eps + 1/np.pi * np.sin(np.pi / eps * t))
return s

def H_p_eps(t, eps):
if abs(t) < eps:
s = 1/(2+eps) + 1/ (2xeps) % np.cos(np.pi * t / eps)
else:
s =0
return s

5.3.5 Lafonction G et son gradient

Voici un autre point intéressant. La fonction G doit parcourir tous les points de notre image, ce qui rend le pro-
gramme plut6t lent a cause de ces fonctions.

def G(om, v, gradW, lmbda, eps):



s =0
h = len(om)
1l = len(om[0])
for m,n in product (range (h), range(l)):
for m_p, n_p in voisins(m,n,h,1):
s += (dl(v, ((m,n), (
- H_eps(om[m_p,n_pl, eps))
return s

def grad_G(om, v, gradW, lmbda, eps):
out = np.zeros (om.shape)
h = len (om)
1 = len(om[0])
for m,n in product (range (h), range(l)):
for m_p, n_p in voisins(m,n,h,1):

out [m,n] += H_p_eps(om[m,n], eps)*(dl(v, ((m,n), (m_p,n_p))) * (1L - 2 =

H_eps(om[m_p,n_pl], eps)) + lmbda x (gradW[m_p,n_p] * H_eps(om[m_p,n_pl,

gradW[m,n] = (H_eps(om[m_p,n_pl, eps) — 1)))
return out

m_p,n_p)))-lmbda * gradW[m,n])*H_eps(om[m,n],

5.4 Initialisation de 2
5.4.1 Sinus

Ici, on initalise © avec 2, ,, = sin (£z) sin (Zy)

def createOmegaSinus (H,L) :
img = np.zeros((H,L), float)
for m, n in product (range (H), range (L)) :
img[m,n] = np.sin(np.pi / 5 * m) * np.sin(np.pi / 5 * n)
return img

5.4.2 Aléatoire

On peut également initialiser aléatoirement selon une loi uniforme entre -1 et 1.

def createOmegaAleatoire(H,L):
return np.random.uniform(-1, 1, (H,L))

5.4.3 Vide

Pour tester si un algorithme est puissant, on peut ne pas initialiser {2 et laisser sa valeur vide.

def createOmegaVide (H, L) :
return np.zeros((H,L), float)

54.4 Zone

Enfin, afin d’aider le plus possible 1’algorithme, il est possible d’initialiser selon une zone choisie.

def createOmegaZone (H,L,iMin, iMax, jMin, jMax) :
om = np.zeros((H,L), float)
for i,j in product (range (H), range(L)):
if iMin <= i <= iMax and jMin <= j <= jMax:
om[i,j] = np.random.random(l) / 100
return om




5.5 OQutils pour

Afin de pouvoir passer de I’ensemble (2 a I'image ¢, il est nécessaire d’avoir des fonctions effectuant la traduction.
La premiere permet de cacluler I’ensemble €2 a partir d’une image, et la deuxieéme permet d’afficher €2 sous la forme

d’une image.

1 def calculOmega (om) :
2 omega set ()
for m,n in product (range (len (om)),

4 if om[m,n] > O:

5 omega.add ((m,n))
6 return omega

s def filtreOmega (om, omega) :

9 out np.zeros (om.shape)
for m,n in omega:

1 out [m, n] 1

return out

range (len(om([0]))) :

5.6 Pas optimal

Pour calculer la descente de gradient, nous devons d’abord calculer le pas optimal.

I def scalaire (M1, M2):
2 return np.matrix (M1 % M2) .sum()

4 def

pas_F(w, v, omega, d, lmbda, mu):

5 gradW_x = grad_x(w, 0)

6 gradW_y = grad_y (w, 0)

7 gradD_x = grad_x(d, 0)

8 gradD_y = grad_y(d, 0)

9

10 a=2=0

1 for mn, _ in frontiere (omega, len(w), len(w[0])):

12 a t= gradW_x[mn] % gradD_x[mn] + gradW_y[mn] * gradD_y[mn]

1 a *= lmbda

I a —= lmbda * np.sum(gradW_x x gradD_x + gradW_y =* gradD_y)

15 a —= mu x scalaire(w — v, d)

16

1 b = mu » (np.linalg.norm(d) ** 2) + lmbda * np.sum(gradD_x xx 2 + gradD_y xx* 2)

18 s2 =0

19 for mn, _ in frontiere (omega, len(w), len(w[0])):

20 s2 += gradD_x[mn] xx 2 + gradD_y[mn] *x 2

21 b —= lmbda * s2

2 return a/b

5 def pas_G(om, v, d, lmbda, gradwW, eps):

2 a = np.linalg.norm(d) #*x% 2

27 b=2 % (G(om + d, v, gradW, lmbda, eps) - G(om, v, gradW, lmbda, eps) +
np.linalg.norm(d) **2)

28 return a/b

5.7 Descente de gradients

Voici le code final. Malheureusement, il ne fonctionne pas, et renvoie seulement les contours de notre image. C’est

un bon début, mais ce n’est pas le résultat attendu.

I def descente (v, lmbda, mu, eps, nblIter) :
2 if mu < 24+«Imbda:
raise Exception("Mu doit etre

24 fois plus grand que lambda !!!!")



H = len (v
len (v

[
Il

)
[01)

W = np.copy (v)
om = createOmega (H, L)

for it in
omega

drF =
pasF
wW=w

gradw
dGc =
pasG
om =

range (nbIter) :
= calculOmega (om)

- grad_F(w, v, lmbda, mu,
= pas_F (w, v, omega, dF,

+ pasF x dF

omega)
1lmbda,

= grad_x(w, 0) %% 2 + grad_y (w,

- grad_G(om, v, gradWw,

= pas_G(om, v, dG,
(om + pasG x dG)

return om

1lmbda,

lmbda,

gradw,

mu)

0) ==

eps)

eps)

2
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6 Résultats

Voici un résultat obtenu avec I’'image de Jackie Chan, apres quelques itérations. Nous avons utilisé les parametres
suivants :

— A = 52000

— = 8900000

— € =20000

Iteration 4

Iteration 3

Iteration 2

Iteration 1

Iteration 0

o
-1 5 5 -1 -3

50 50 50 50 50

s L] b L] L]
100 100 100 100 100
s 5 s s 15
150 150 150 150 150
s s 75 s 175

5 100 125 150 175 0 50 7100 125 150 175 0 P 5 100 125 150 5 s 100 125 1S
FIGURE 2 — Résultat apres 5 itérations
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FIGURE 3 — Résultat apres 20 itérations

Voici un autre résultat avec une image d’étoile. Nous avons utilisé les parametres suivants :
— A =500

— = 896000

— € = 4000000

Iteration 4

Iteration 2 Iteration 3

iteration 1

. Iteration 0 0 o
0 0 20 0 0
40 n 40 40 a0 a0
60 60 &0 @ @

FIGURE 4 — Résultat apres 5 itérations



